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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Geschichte

1.1.1 Physik und Astronomie

Die mathematische Beschreibung von zeitlichen Verdnderungen in der Natur
hat eine lange Tradition in der Physik und Astronomie.

HERAKLIT , 500 v. Chr.:
e Lehre von der stdndigen Verinderung aller Dinge
o “Alles fliefit.”
e “Man steigt nicht zwei Mal in den selben Fluf}.”

Begriindung der Tradition mathematischer Beschreibung und Vorhersage
physikalischer Phénomene:

e GALILEO GALILEI (1564-1642)

e IsaAAc NEWTON (1643-1727)

Moderne Entwicklungen der Physik (und Astronomie) sind die Relativitétstheorie
und die Quantentheorie.

1.1.2 Biologie

Die mathematische Beschreibung von biologischen Phinomenen ist eine recht
junge Disziplin der Biologie. Zwar sind schon Ansitze schon frith (LEONARDO
FiBoNnAccl, THOMAS MALTHUS) erkennbar, aber erst seit Jahren und Jahr-
zehnten ist die experimentelle Datenlage ausreichend, um eine mathematisch—
physikalische Beschreibung entwickeln zu kénnen.

So wurde die Glykolyse erstmals 1964 von DAVID GARFINKEL und BENNO
HESs rechnerisch rekonstruiert.
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1.2 Grundbegriffe

Ein System ist ein geordnetes Ganzes, das sich aus miteinander in Wechselwir-
kung stehenden Teilen (Elementen) zusammensetzt. Was jedoch versteht man
unter einem geordeten Ganzen?

In der Biologie betrachtet man nicht jede beliebige Ansammlung von Kompo-
nenten als System, sondern nur solche, die eine gemeinsame Funktion ausiiben.

Beispiele fiir Systeme sind Organsimen, Organe, Gewebe, Zellen, Zellbe-
standteile (Organellen, Membranen), Stoffwechselwege, Populationen, Okosysteme
etc.

Wie die Beispiele zeigen, knnen Systeme sich hierarchisch aus Teilsyste-
men aufbauen. Zur mathematischen Beschreibung muss man jedoch Systeme
gegeniiber ihren Teil- und Ubersystemen abgrenzen. Zu diesem Zweck bildet
man rédumliche und zeitliche Kompartimente .

Raumliche Abgrenzung geschieht gegeniiber benachbarten Systemen, die
dghnliche Dimensionen haben, aber mit denen weniger Wechselwirkungen beste-
hen als innerhalb des betrachteten Systems (z.B. Zellen, Organsimen, Inseln).
Zeitliche Abgrenzung geschieht gegeniiber Prozessen mit (teilweise um
Groflenordnungen) unterschiedlichen Geschwindigkeiten. Diese werden vernachlissigt.
Beispiele sind Elektroneniiberginge in der Photosynthese (Nanosekunden), Stoff-
wechselprozesse (Millisekunden bis Sekunden), Genexpression (Minuten), Onto-
genese (Tage bis Jahre) und Evolution (Jahre bis Jahrmillionen).



Kapitel 2

Deterministische Systeme

Deterministische Systeme sind Systeme, deren Zustand zu jedem Zeitpunkt (re-
produzierbar) festgelegt ist. Den Gegensatz dazu bilden stochastische Systeme.

2.1 Physikalische Systeme

Beispiel: Mechanik
Newtons zweites Bewegungsgesetz

F=m-a
mit
F Kraft
m Masse
a Beschleuigung
7 Ortsvektor
und
g=7= 47
dt?

Diese Gleichung beschreibt eine einfache Differentialgleichung (DGL) zweiter
Ordnung (im Gegensatz zu partiellen DGL).

Differentialgleichungen sind Gleichungen, deren Ldsung eine Funktion ist
(und nicht ein Wert, wie in 2% — 4 = 0 oder AT = b).

7
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Beispiel: Freier Fall
Z

m m-zZ=-—-m-g
T Gesucht: Funktion z(t), die Hohe in Abhéngigkeit von Zeit
ergibt

Ansatz: Umstellen nach der Ableitung

.. d .
Z=—g=—%
9= U
und sukzessives Aufleiten
Z=—gt+c

ergibt die allgemeine Losung der DGL:
L oo
z= —igt +cit + ¢

Die Integrationskonstanten ¢; und ¢y lassen sich aus den Anfangsbedingungen
ermitteln:
z(0) =20 =¢1

Z(O) = Vg = Cy

. Daraus ergibt sich die Lésung des Anfangswertproblems:

L
z:—igt + vot + 29

Beispiel: Feder
Z

0 m D Federkonstante

mz=—Dz

Ansatz: Zweite Ableitung ist das Negative der Funktion: z.B. Sinusfunktion
“Geratene” Funktion:

z(t) = A - sin(wt + @)
A Amplitude
w Frequenz

¢ Phasenverschiebung

Laut Existenz— und Eindeutigkeitssatz von PEANO ist das Anfangswertpro-
blem lssbar, wenn die DGL in diesem Bereich definiert ist. (?)

Z=wA - cos(wt + p)
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5= —w?A-sin(wt + @)

Eingesetzt in mzZ = —Dz ergibt das

—w?A - sin(wt + @) = f%A -sin(wt + @)

2.2 Einfache biologische Systeme
Beispiel: Exponentielles Populationswachstum
% =gr —dx
=(g—d)z=kax
x Populationsgrofie
g Geburtenrate
d Sterberate

k Wachstumsrate

Losung: Separation der Variablen

Sofern es gelingt, auf jeder Seite nur eine Variable zu haben, kann das DGL
durch einfache Integration gelost werden.

d—x:kwdt
T
/d—x:/k-dt
T
Inx =kt+c;

Daraus ergibt sich die allgemeine Losung
z(t) = eFtrer = 0. M

mit C = e“* und
2(0)=zo=C

Beispiel: Einfache Reaktionstypen

S; Stoffkonzentrationen

i) mvg vo Geschwindigkeit der Aufnahme
S1 So
v v1 ... Umwandlung

vg ... Ausscheidung

In diesen Fall liegen zwei Variablen S7 und S5 vor, mit
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51 = V9 — V1
SQ = V1 — V2
Die Reaktionskinetiken nullter und erster Ordnung fiir dieses System sind

folgende:

vo = konstant
v = ]{3151
Vo = k‘QSQ

entsprechend des Massenwirkungsgesetzes. Daraus ergibt sich

51 = V9 — k151
Sy = k151 — k2So.

Dies jedoch ist ein Differentialgleichungssystem aus zwei gekoppelten DGL.

Wir interessieren uns fiir die stationdren Zustinde des Systems, also
Punkte, an denen nur eine geringe Verhaltensénderung statt findet. Zu beach-
ten ist insbesondere, dass ein statiodrer Zustand nicht identisch ist zu einem
Gleichgewicht. Letzteres existiert nur in geschlossenen Systemen und ist sta-
tisch, wihrend es in offenen Systemen ein dynamisches Flief3igleichgewicht
gibt.

Wir bezeichnen die stationéren Punkte als S; und S,. Gekennzeichnet sind
sie durch fehlende Nettodnderungen, so dass

ds -

7; =0= Vo — k151
dS, _ _
Tlt =0= /ﬁSl — kQSQ

Dafiir existiert eine algebraische Losung

= Vo = Vo
= — d e ——
S 1 k?1 un S 2 k2

Die Losung des DGL

s =0 ) () ()

beschreibt ein inhomogenes System (siche Einfiigung), in so fern als dass
der Term vq vorliegt. Durch folgende Umwandlung kann jedoch ein homogenes
DGS erhalten werden:

ASy(t) = S1(t) — Sy

ASy(t) = Sa(t) — Sa

sind Abweichungen von den statiodren Zusténden. Das entsprechende DGL
ist
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d(AS v
(dt 1) =vg — k1 :’Uo—kl(ASl“rk%j) :_klASI (1)
% — k1 AS; — kyAS, (2)

Gleichung (2) ist losbar durch Trennung der Variablen:

d(AS))
/ - / hyd
In ASl = —kt +c
ASi(t) = AS (0)e k!

Einsetzen dieser Gleichung in (2) ergibt

d(ASs)
dt

Damit ist AS; elimiert, dafiir jedoch enthilt die Gleichung einen zeitabhiingigen
Term e1?!

= koS1(0)e R — Ky ASy

Einschub: Lineare Gleichungssysteme

Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat folgende allgemeine Form:

W~ F@)la) +b(a)

Der erste Term beschreibt eine homogene Gleichung und kann leicht inte-
griert werden:

d

o= f@ya)

4o

lny=F(x)+ ¢
y(z) = C- ")

mit C = ¢! und F(z) als Stammfunktion von f(x):

F) = [ s
)
Ein Ansatz zur Losung der inhomogenen Gleichung

dy _

Y~ faly(a) +b(a)
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ist eine Variation der Variablen :

Eine Ableitung ergibt

dy _
de

was dugivalent sein muss zu

() f(2)e" @ + ' ()" @

dy _

Y = F@)(e) +b(a)

Dementsprechend gilt:
C'(z)el" @ = b(z)

C'(z) = b(x)e F@

C(z) = /b(:r)e*F(z)dm

Damit ist die Losung der inhomogenen Differentialgleichung auf eine Inte-
gration zuriickgefiihrt:

y(z) = /b(x)efF(z)dx ef'@)

Anwendung auf Gleichung (2):

ASy(t) = C(z) - '@

mit

Damit ergibt sich

k1

— A (}Cz*kl)t
— 51(0)6 + co

und schlie3lich
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2.3 Allgemeine Charakterisierung deterministi-
scher Systeme

Héufig erhélt man DGL der Art

d.ﬁi

dt - fi(xlw"7xnapla"'7pmat)

mit
x; Variablen, z.B. Stoffkonzentrationen

p; Parameter, z.B. Geschwindigkeitskonstanten

Solche Gleichungssysteme bestehen aus n in der Regel gekoppelten DGL.

Variablen und deren zeitliche Anderungen werden aus den Systemgleichun-
gen berechnet, wohingegen Parameter vorgegeben sind.

Kompakte Notation:

La=f@p
mit
o(t) p1 . (N
it=| ... | p=(...] 7F=1...
T (t) Pm In

Ist f nicht explizit zeitabhéngig, spricht man von autonomen Systemen,
andernfalls von nicht—autonomen.

Ein einfacher, aber wichtiger Spezialfall sind lineare Systeme. Die Parame-
terabhéngigkeit kann dabei nicht-linear sein.

Beispiel: 2 Dimensionen

Allgemeine Darstellung, auch fiir mehrere Dimensionen:

d -

— = a11T a2
l 1141 1242 1

dl‘g
g =t + azxe + by

Allgemein gilt

aij = a;;(pr, t)

Autonome Systeme lassen sich in der Regel analytisch 16sen. Das wird ins-
besondere bei der Stabilitdtsanalyse wichtig.
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2.4 Grundbegriffe

Systemzustand Ist eine spezielle Kombination der Variablen. Der Zustands-
raum 148t sich durch einen Vektor in Zustandsaum beschreiben.

Zustandsraum / Phasenraum Ist die Menge aller moglichen System-
zustéinde mit der Dimension n (Anzahl unabhéingiger ystemvariablen). Fiir n =
2 spricht man vom Zustands— / Phasenraum.

Norm eines Vektors ||Z]|

Allgemeine p-Norm  ||Z], = (0, |=:]")”
Euklidische Norm  ||Z]|a = /D1y 27
1-Norm (Manhattan) [|Z]|y = >0 |z
oo—Norm (Maximum) [|Z]ecc = max}, |z;]

Einheitskreise der Normen

Jeder Punkt & = (il) auf den Linien hat eine entsprechende Norm ||Z|| von

2
1:

1
1 1 Euklidisch
Manhattan
Maximum
-1
Spezielle Losung des DGS
dd
- = 7 0 t
o = f@rt
ist gegeben durch spezielle Werte der Parameter ' = (p1,...,pm)" sowie der

Anfangswerte w;(tg) = z¥.

Trajektorie (Orbit, Bahnkurve) ist die Kurve im Pahsenraum, die durch die
Abbildung t — #(t) definiert wird.

Statiodrer Zustinde (Ruhepunkte) eines DGS sind solche, fir die gilt

Z=0

In geschlossenen Systemen spricht man vom Gleichgewichtszustand, in offe-
nen Systemen vom Flielgleichgewicht.



2.5. GRAPHISCHE INTERPRETATION 15

Berechnung des stationdren Zustands:

—

f(fﬂﬂzzo

ergibt n algebraische Gleichungen, dessen Losungen ¥ = Z(p) parameter-
abhéngig sind und nicht immer explizit angegeben werden kénnen.

Ein stationdrer Zustand beschreibt einen speziellen Zustandsvektor Z, der
oft auch als Koordinatenursprung gewahlt wird:

=/

r =7—

8y

Hat das DGS mehrere Losungen, spricht man von Mutistatioaritét.

2.5 Graphische Interpretation

Die rechte Seite eines DGS definiert ein Vektorfeld f = f (Z) mit f :R? —
R™. Damit ist jedem Punkt im Phasenraum eindeutig eine Bewegungsrichtung
zugeordnet:

T T

Sy AAAAN - V

)
Falsch: Nicht eindeutige Zuordnung!

Aus dieser eindeutigen Zuordnung folgt, dass sich Trajektorien niemals schnei-
den (in autonomen Systemen). Damit ist in solchen Systemen (fiir n = 2) kein
Chaos moglich.

2.6 Linearisierung

Oftmals interessiert man sich fiir das Systemverhalten nach einer geringen Aus-
lenkung aus dem stationéren Zustand:

N
2

Stabil: Kleinen Auslenkungen wird entgegengewirkt

Instabil: Kleine Auslenkungen werden verstirkt

Beispiel: Eindimenionaler Fall
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Das Umfeld der stationdren Zustande
/ bestimmt deren Verhalten:
1 \\/ To T T 1is stabil

To ist instabil

Fiir die Stabilitdt ist nur die lokale Umgebung von von f um einen stati-
ondren Punkt wichtig. Aus diesem Grund legt man an diesen Punkt eine Tan-
gente an, das heifit fiihrt eine Lineare Annéherung durch.

Z sei ein stationdre Punkt mit

d
T) = —T = 0
fa)= S
x sei ein Punkt in der Umgebung mit
r=T+¢&

Dann ist

flx) = fz+¢)
2
~ f@) +EF1(@) + 5 @)+
entsprechend der Taylor—Entwicklung!Einfithrung , mit f(Z) + £f/(Z)

als linearem Glied.
In erster Naherung ist dies

: daf
~ f(Z t = —
f) ~ f(@) +ag mit a=T|
~ al
Die lineare DGL 5 = a& 148t sich einfach l6sen:
§(t) = e
Damit ergibt sich fiir
a<0 : lim &) =0 Auslenkung nimmt ab = Stabil
a>0 : limy,0&(t) =00 Auslenkung nimmt zu = Instabil

Linearisierung im mehrdimensionalen Fall
Linearisierung der n—dimensionalen DGL

&= f(z)

mit x € R” und f: R™ — R"™ geschieht durch Verallgemeinerung der Ablei-
tung:
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fle+8) = fz)+ AL +7(E)
it lim@—

mi =
=0 [i¢]

Fiir n Gleichungen ergibt sich

ﬁ-:lﬁ(xlw..,xn)
:fz(jl +£1aajn+£n)

ffl ' +Zafz B Z §j§k+'~'

895
Py k

&+ r(E) mit hm@ 0

¢—0 [|&]]

afi
= fi@,.. +zaj
J

beziehungsweise

f@+8=fx)+A-£+7()

mit
of1 Of1
oxq T oz,
A= e -
Ofn Ofn
oz T oz,

d
Diese Matrix beschreibt die mehrdimensionale Ableitung des DGL d—f und

x
wird als Jacobi-Matrix (nach CARL GUSTAV JACOB JACOBI) bezeichnet.
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Kapitel 3

Lineare Autonome Systeme

Lineare autonome Systeme kénnen entweder durch n Differentialgleichungen 1.
Ordnung oder durch eine DGL n—ter Ordnung beschrieben werden:

= aijTj b
T

oder
d"z d"lx dz _
ancﬁ—n+a7,,_1W+...+a1a+a0x—

Beispiel: 2 Differentialgleichungen 1. Ordnung
Entwicklung einer DGL 2. Ordnung aus 2 DGL 1. Ordnung

1 = anxi + aar2 + by )

Zo = a21%1 + G22%2 + by (IT)

T1 = a11T1 + G12T2

21 = a11%1 + @12021T1 + A12622T2 + a12b2

a12%2 = X1 — a;1r1 — by
21 = a11%1 + a12a2121 + a12bz + a20%1 — a22a1171 — a22b1

= (a12a21 — a22a11)T1 + (@11 + a22)E1 — ageb1 + a12b2

Andersrum: Entwicklung zweier DGL 1. Ordnung aus einer DGL 2. Ordnung

T+ar+b=0
Yy=1a
y=—at—>b
=—ay—>
=y

19
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3.1 Superpositionsprinzip

Fiir homogene Systeme b=0 gilt:
Sind (t), 9(¢) Losungen von & = AZ, so sind auch alle Linearkombinationen

\ii + i

mit A, u € R eine Losung.

Beweis

d d d
L a4 ud) = A Lia+ iy
gt NI ) = A v
= MNAU + pAv
— A\ + )

q.e.d.

3.2 Stationire Losungen

Finden stationédrer Losungen von & = AZ + b:

AZ+b=0
AZ = —b
F=—A"1%

mit A71A=AA"T =1
Das Auffinden stationdrer Losungen geschieht durch Matrixinvertierung.

3.3 Exponentialansatz

Lineare autonome Systeme mit n = 1 lassen sich 16sen durch den Ansatz

In diesem Abschnitt wird untersucht, in wie fern dieser Ansatz auf den all-
gemeinen Fall

8
Il

o
8

anwendbar ist.
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3.3.1 Uberfiihrung in ein homogenes System

Einfithrung neuer Variablen:

P=7-7
%f’fif:A(f’+i)+5
= Ai' + AT +b
Af+5:%f—0
%f':Af'

3.3.2 Losung des homogenen Systems
Eine mogliche Annahme iiber die Art des Losung von # = AT ist
Z(t) = ke
Die Probe
Z(t) = MeeM = AkeM
ergibt, dass dieser Ansatz tatsédchlich DGL 16st, sofern gilt
Ak = Ak
Dies ist ein Eigenwertproblem mit k als Eigenvektor von A und \ als dem

dazugehorigen Eigenwert.
Anders formuliert muss das Gleichungssystem aus n Gleichungen

(Xl — A)k =0

losbar sein (abgesehen von der trivialen Losung k= 0). Das ist abhiingig vom
Rang der Matrix (Al — A), das heifit von der Dimension ihrer Abbildung: Ist
ihr Rang kleiner als n, also ist det(Al — A) = 0, 16st sie das DGL.

Einschub: Lineare Gleichungssysteme
Ein lineares Gleichungssystem

ai1x1+ ... + apz, =0

anixi+ ... + appnrn, =0

hat einen Losungsraum

W={zeR"|A -z =0} CR"

mit
dim W =n — rangA

Als Kern von W bezeichnet man Vektoren, die auf 0 abgebildet werden.
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Dimensionsformel

Es sei F': R®™ — R™ eine lineare Abbildung. So ist

dimR" = dimKernF + dimI-m - F
n = dim W + rangA

Gilt also rangA = n, so ist det A # 0

Illustration der Determinante

®
¢ det A

det(AI — A)

ist ein Polynom n-ten Grades in A, auch genannt das charakteristische
Polynom.

Beispiel: Charakteristisches Polynom in n = 2
det A= 11 @12 = (/\ — CL11)(>\ — a22) — 12021
an A —az
=\ - (@11 + a22) A+ a11a22 — a12a21

SpA det A
=X —SpA-\—detA

Die Spur einer Matrix ist das Produkt aller ihrer Diagonalelemente.

Allgemein Das charakteristische Polynom
Fo(N) ="+ an N+ ad+ap=0
hat laut dem Fundamentalsatz der Algebra im Allgemeinen n Lésungen
bii

A" an At ad ag = [[(A - i)
i=1

Dies gilt allerdings in dieser Form nur in b; € C:
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(z+i)(z—i)=2+1=0
22 =—1

o = +1
Losung des charakteristischen Polynoms

Setzt man eine Losung in die Gleichung e = Ak ein, so erhélt man fiir
jedes \; einen anderen Losungsvektor k. Zusitzlich ist auch jedes Vielfache
ck eine Losung, so dass eine Komponente frei wihlbar ist (beispielsweise fiir
Normierung).

Wegen des Superpositionsprinzips lautet die allgemeine Losung

n

F(t) =) ket

i=1
Die Anfangsbedingungen werden bestimmt durch die Koeffizienten ¢;. Die
Anfangswertlosung ist

f(t = O) = .fo = chﬁ(z)
Dies ist ein algebraisches System aus n Gleichungen.

Beispiel: Einfache Reaktionstypen

S; Stoffkonzentrationen

) mvg vo Geschwindigkeit der Aufnahme
S1 So
v v1 ... Umwandlung

vy ... Ausscheidung

Das System wird beschrieben durch das inhomogene Gleichungssystem

i Sl _ —kl O Sl + Vo
dt \S2) ~ \ ki —ko So 0
Eine Variation der Variablen eliminiert die Inhomogenitét:

_%
S1 = "
5, — Y0
So = I
51 ZSl(t)—gl
52252(t)—5_2

i o1 o —k1 0 o1
dt \62)  \ k1 —ka) \ b2

Unser Losungsansatz ist
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0)- )

Das charakteristische Polynom ist

_ A+ Fky 0
det/\H—A—det( ki )\+k2>
= (/\ + kl)(A + k‘g)
=0
. also st A1 = —k1 und A2 = —ks. Daraus lassen sich die Eigenvektoren b aus
Ab = Ab berechnen:
Fall 1: )\1 = —k‘l
—kib = Ab
i) kb1 _ [(—k1 O b1
Z’L) 7]'{11[)2 - kl 7]432 b2
_ —k1by
T \kiby — kobs

i) ist immer erfiillt. 47) ist erfiillt, wenn

—kibo = kiby — kabs
Tk ht

. 1
by = ( Ky >
ko—k1

bo

by

Fall 2: )\2 = 7]'{}2

Ein zu Fall 1 analoges Vorgehen ergibt hier

- ()

Allgemeine Lésung

Die Losung des homogenen linearer DGL ist

0\ 1 —kait 0\ kot
(1) =er (i) vee ()
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3.4 Ubergangsmatrix!Einfiihrung

Aus der Losung fiir n =1

ergibt sich die Vermutung, dass eine analoge Losung fiir den allgemeinen Fall
gibt:

Unklar ist dabei, wie eM mit M € R"*" definiert ist.

Die Reihendarstellung der Exponentialfunktion, die sich aus der Taylor—-Entwiclung
ergibt, ist

o0
T mn
=2
n.

n=0

Analog dazu ergibt sich

Dementsprechend ist

Beweis

Z(t) = Z(0)e? sei eine Losung von & = AT,
Die “herkémmliche” Losung ist

f(t) = ZcigieAit
f(O) = Z Cig,'

Also folgt
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eA7(0) = e (Z c,-l_);)

E CieAt bi

- A2 -
CieAtbi:Ci <H+At+ B) +>b
- - M2t2 . - -
=Ci (bi + Aibit + 12 bi + .. ) mit Ao = A"b
A2 -
:Ci<1+)\it+ 72 +)b
Z(t) = Zciehtl_fi qed

3.4.1 Ubergangsmatrix

Die Ubergangsmatrix

eAt=t0) = P(t, 1))

transformiert den Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢y in den Zustand zu
t, das heifit sie entwickelt das System:

Eigenschaften

Z(t) = ®(t, to) - Z(to)

(o, to) =1

D(ta,tg) = P(t1,t0)D(t2,t1)
D(t1,t0) = P(to, t1) — I
D(ty,t0) = ' (to, t1)



Kapitel 4

Lineare nicht—autonome
Systeme

Die Gleichung

F(t) = AWF(®) + §(0)

beschreibt ein gestortes System. Dabei stellt ¢(t) die externe Storung dar.

Eine allgemeine Losung des Systems ist einfach, falls A konstant ist. Dieser
Fall ist biologisch relevant, da sich beispielsweise Reaktionskonstanten nicht mit
der Zeit &ndern.

Der Losungsansatz erfolgt iiber eine Variation der Konstanten. Dazu be-
trachtet man zunéchst das ungestorte System

%f:Af

d d at
_ db(t) at at
- 7 + b(t)e

Dh(t) = ylye

b(t) — b(to) = / y(r)e “dr

to

Damit ergibt sich die allgemeine Losung

27
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Beispiel: Antwort eines Systems auf eine Sprungfunktion

Heavyside—Funktion

5(&3):;2) i ; 8} y(t) = yol(t)

Die Heavyside—Funktion beschreibt einen Einschaltvorgang zum Zeitpunkt
t = 0 und beschreibt damit eine Stérung y(t) im System x:

A d

T =ax +y(t)
t
z(t) = moe™ + e“t/ y(T)e “Tdr
0

t
= e“t/ yoe “Tdr mit g = z(0) =0
0

1 t
_ eatyo |:_e—a7':|
a 0

1 1
— 6atyo (eat + )
a a

_ Y0 (pat _
= ¥ (gt )

Systemverhalten Fiir positives ¢ > 0 nimmt 2(t) exponentiell zu.
Fiir negatives a < 0 ergibt sich

A= —a
x(t) = y—;\) (1 e”‘t)

Diese Gleichung beschreibt ein Sattigungsverhalten, welches durch die Halb-
wertszeit ¢ 1 charakterisiert werden kann:



X
Yo
A
—At1
— Yo _ Yo 5
y7§\ 1 —At1
’ 2 1726
t1 = 8=
3 Py

N

Beispiel: Antwort auf einen periodischen Eingang

Im Falle einer periodischen Inhomogenitét lautet der Stérterm

y(t) = yo sinwt

wobei w die Kreisfrequenz beschreibt:

:—:2
w T v

N

Dementsprechend lautet der Losungsansatz

29
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T = ax + Yo sinwt

¢
x(t) =xo + eat/ y(r)e “dr

to

t
e“t/ Yo sinwte “Tdr mit g =0
to

b b
Produktregel: / fgdx = [fq)% — / fg'dx
¢

. _ 1 _ar . ¢ ow [t _
I= [ sinwre *dr =—- [e 4T sin wTL + — [ coswre *Tdr
to a 0 a to
t
1 _ . t w _ t w2 . —
=—= [e 4T sin (.UT} - = [cos wTe ‘”] — — [ sinwre *dr
a to g2 o a? J,
—_———
I
2
w 1 t
_— —aTt \' — 3
< (14 afz)l =0 [e™“(asinwT wcosz)]tO
_ . t
[e7%T (asinwT — w cos wT)]
I=— to
a? + w?
e~ "(asinwt —wcoswt) —w
a? + w?
t
x(t) = e“tyo/ sinwre”*Tdr = e®yol
to
yo(asinwt —wcoswt)  yoe®tw
a? + w? a? + w?
Wir untersuchen das Systemverhalten fiir ¢ < 0 und A = —a. Bei positiven

a > 0 wiirde das System sich wenig auf wenig interessante Art exponentiell
fortpflanzen.

yoeatw
a? + w?
fiir groflere t > 0 gegen null. Damit beschreibt er einen Einschwingvorgang.
yo(asinwt — w coswt)

a2 +w2

B -sin(wt + ¢) zu bringen. Dies ist realistisch, weil die Uberlagerung der beiden
Wellenfunktionen (mit gleichen Kreisfrequenzen w) sich wahrscheinlich als eine
(um ¢) phasenverschobene Sinuskurve beschreiben 148t

Der zweite Term —

hat nur fiir kleine Zeiten ¢t Bedeutung, und geht

Wir versuchen nun den ersten Term — in eine Form

Einschub: Additionstheorem

Das Additionstheorem lautet

e’ =cosp+isingp
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Es leitet sich aus der Funktionentheorie her, welche untersucht, wie Funk-
tionen f : C — C komplexe Zahlen auf sich selbst abilden. Eine Zahl z € C
&8t dich darstellen als Summe ihrer reellen Komponente x und der imaginéren
Komponente y: z = x + iy. Die entsprechende Taylor—Reihe ist also

fz+¢) = f(2) +{f'(2) +7(C)

o
TG

Hat man zwei Funktionen

mit lim¢_o

fiR* > R?
g:C—C

mit

g(x +1iy) = fi(z,y) +if2(z,y)

so ergeben sich daraus interessante Phénomene. Ist beispielsweise f differen-
zierbar, muss g nicht differenzierbar sein. Ist aber g differenzierbar, so ist es das
unendlich oft.

Eine Funktion f : R — R ist eindeutig in C differenzierbar.

Zwei Funktionen in C — C und R — R kénnen durch ihre Taylor—Entwicklungen
verglichen werden. Sind die Taylor—Reihen gleich, so sind auch die Funktionen
identisch. Dies soll an dieser Stelle fiir die Exponentialfunktion untersucht wer-
den. Fiir sie gilt

") (0) ™
flay =3 TR0

x
T -
€= Z n!

Daraus ergibt sich die Richtigkeit des Additionstheorems.

ei(a-‘rﬁ) _ eiaeiﬁ

& cos(a+ f) +isin(a+ F) = (cosa + isin o) (cos 8 + isin )

= cosacos f + i(sinacos § + cos asin B) — sin asin 3
cos(a + ) = cosacos § — sinasin 8

sin(a 4+ ) = sinacos B + cos asin 8

Entsprechend des Additionstheorems ergibt sich fiir

yo(asinwt —wcoswt)  yoe*w

a,2+w2 a2 +w2

x(t) = —
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Bsin(wt + ¢) = Bsinwt cos ¢ + B coswt sin

Yoa
B = =
cos ¢ 24P
. Yow
Bsinp =
SD a? + w2

w
= tanyp = —
a
a? + w?
(a% + w?)?

2
Yo
a? + w?

1
B = v\l

Schlussfolgerungen Fiir grofie Zeiten ergibt sich eine periodische Schwinung,
deren Frequenz gleich der Eingangsschwingung (w) ist. Es ergibt sich eine Pha-
senverschiebung (¢) zwischen Eingangs— und Ausgangssignal.

Die Amplitude B ist klein fiir schnellere Eingangsschwingungen, da es zu
triige ist um schnellen Anderungen zu folgen.

B(cos? ¢ + sin” ) = 12

4.1 Variation der Konstanten fiir n > 1

Ein homogenes System

8
Il

b
81

hat die Losung
T(t) = O(t, o) (to)

wobei ®(to,t1) die Ubergangsmatrix ist. Einsetzen in das DGL ergibt
F = AD(t,10)E(to)

Dies gilt fiir beliebige Anfangsbedingungen #(to). Zudem ergibt sich

d
—®(t, tg) = AD(t,t
dt(ao) (70)

Im Fall eines gestorten Systems

= AZ+ ()

ist der entsprechende Ansatz:
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Z(t) = ®Et)  mit d = D(t,tg)
_d d. . .
C£CI> + @ac = Adc+ (t)

d

—c=o 1yt

& e y(t)
t

& ) — dto) = | @7 (r,t0)F(T)dr

Fiir Anfangswerte xg ergibt sich

Fo = @(to) = (to, to)lto) = &lto)

und damit die allgemeine Losung

F(t) = (L, 10)To + B, to) / & (7, t0)j(r)dr

to

Hierfiir allerdings ist die Kenntnis der Ubergangsmatrix notwendig.

4.2 Explizite Darstellung der Ubergangsmatrix
fir n =2

Fiir ein DGL aus zwei Gleichungen gibt es zwei Darstellungen der Losung:

1 2
@)l e ()
0@
D1 Do T2
Zunéchst werden die Anfangsbedingungen bestimmt:
) = clbgl) + 02b§2)
Ty = @bél) + CQbéQ)

290y — afb?

< C1 =
bgl)béQ) - b§2)bél)
N—_————
N
o) — e
Cy = #

Durch Einsetzen in i ergibt sich

Bt to) = —
(t,to) BB (Mt ghaty  ppDret _ B0 e

1 <b(11)b§2)6)\1t _ ng)b(Ql)e)Qt bgl)b(lQ) (e)qt _ eklt) >
N
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Kapitel 5

Stabile und instabile
stationare Zustiande

5.1 Allgemeine Stabilitidtsdefinition nach Lyapu-
nov

Eine Losung Z(t) eines DGS ist stabil, wenn fiir jedes € > 0 und ¢y ein n > 0
existiert, so dass jede andere Losung #*(¢) fiir die ||Z(to) — @*(to)|| < n gilt, fiir
alle t >ty die Beziehung ||Z(t) — 2*(¢)|| < € gilt.

Weniger formal bedeutet das: Bei Stabilitét liegen alle im Bereich n um #(o)
gestarteten Kurven nach einer Zeit ¢ im Bereich ¢ um Z(t).

Illustration

Gilt weiterhin lim;_, o ||Z(¢) — 2*(t)|| = 0 so heifit die Losung asymptotisch
stabil.

Ein Vorteil der Lyapunov—Definition ist, dass sie nicht nur fiir stabile Punkte
silt, sondern auf beliebige Trajektorien anwendbar ist.

5.2 Stabilitidtseinschitzung durch Eigenwerte

Es sei
d- -
=gy}
s =4
das linearisierte System der DGL

35
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I = f(Z)

um einen stationdren Punkt 7, mit ri=17— 7.

Besitzt die Jacobi-Matrix A n verschiedene Eigenwerte, von denen jeder
einen streng negativen Realteil hat, ist der Zustand # des urspriinglichen Sys-
tems asymptotisch stabil.

Der Punkt Z ist instabil, wenn der Realteil wenigstens eines Eigenwerts po-
sitiv ist.

Illustration

z

A <0

Ao < 0H |
1

N e

€2

5.2.1 Eindimensionaler Fall

Das eindimenionale DGS

dz (2) )
_—= e =
7 T T = ax
mit der Jacobi-Matrix A = (a) = % |m:o hat einen Eigenwert A = a. Daraus
ergibt sich
z(t) = zoe

Dieses System ist offensichtlich stabil fiir A < 1.

5.2.2 Zweidimensionaler Fall

Das zweidimenionale DGS wird durch die folgende Jacobi-Matrix linear an-

genahrt:
9 9
L= ) ()
dt T2 Biri Tmz 20 T2

und erzeugt die explizite Losung

(1) (2)
L1y _ by A1t by Aot
(x2> =C1 (bg”) ettt + ¢o (ng) e?



5.2. STABILITATSEINSCHATZUNG DURCH EIGENWERTE

Damit das System zum stationdren Punkt konvergiert

. T1 o 0
i (22) = (o)

miissen \; und Ay negative Realteile haben.

Charakteristische Gleichung

A_8h  _8h
0=det |~ o \ 0%,

- (9121 6:62

— N <3f N 3f> L0 0f  0h 0f,

8961 8x2 81'1 8x2 8952 8x1
SpA=Sp det A=D
Sp Sp?
Mpp=——=x4/—-D
1/2 2 4

Im Fall STPQ < D sind die Eigenwerte komplexwertig:

Al/gzuﬂ:iw
_Sp
2
Sp?
= D—i
@ 4

Aus dem Additionstheorem ergibt sich

eAlt _ e(quzw)t — ehtpiwt
= e (coswt + isinwt)

eM2t = et (coswt — isinwt)

37

In diesem Fall wird ein oszillierender Anteil beschrieben, z.B. mit u < 0
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5.2.3 Fallunterscheidung

KAPITEL 5. STABILE UND INSTABILE STATIONARE ZUSTANDE

D 4 Sp4
D
A1/2 komplex | Ay /o komplex
uw <0 w >0
Stabil Instabil
A1/2 reell A1)z reell
A, A2 <0 )\1,)\2>0
Stabil Instabil
S'/}
A1 0
A2 0
Instabil
5.2.4 Betrachtung im Phasenraum
)\1,)\2 >0

/\1,)\2 < 0

T

€2
Stabiler Knoten

T2

Stabiler Fokus

xl)\1>0, Ay <0

Sattelpunkt

Instabiler Knoten

%;

€2
Instabiler Fokus

A = Tiw

(0) +

€2
Zentrum

€
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5.2.5 Bifurkation

Bei Anderung der Systemparameter kann es zu einer Anderung des Systemver-
haltens kommen. In dem Fall spricht man von Bifurkation (und Bifurkationspa-
rametern).

Prominente Bifurkationen sind:

Hopf-Bifurkation

D Sp*

v

Sp p

Hierbei tritt ein Ubergang von einem stabilen Knoten zu einem Grenzzyklus
auf.

Eine Variante der Hopf-Bifurkation ist diejenige mit zwei koexistierenden
stabilen Zustdnden, einem Grenzzyklus und dem Knoten:

f / o

Sattel-Knoten—Bifurkation

I

D Sp*

3

| Sp p

Hierbei tritt ein Ubergang von einem Sattelpunkt zu einem stabilen Knoten
auf.

5.2.6 Terme hoherer Ordnung

Bei der Linearisierung um die stationdren Punkte haben wir bisher Terme
hoherer Ordnung vernachliissigt. In wie fern ist das gerechtfertigt, bzw wie stark
wirken sie sich auf das Systemverhalten aus?

Satz Ist der stationédre Zustand 5 = 0 des linearisierten Systems asymptotisch
stabil, dann ist es auch die stationdre Losung des vollstéindigen Systems.
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Ist der stationére Zustand 5 = 0 des linearisierten Systems ein instabiler
Knoten oder Fokus, dann auch der stationére Zustand des vollstandigen Systems
instabil.

Im Falle eines Zentrums sind ausschliefllich die Terme hoherer Ordnung re-
levant.

5.3 Hurwitz—Kriterium

Im n—dimensionalen Fall lautet die Losung des charakteristischen Polynoms

Fu(A) = ap\" +an A" o aid+ag =0

wobei die Koeffizienten aus der Jacobi-Matrix stammen. Das Polynom ist fiir
n > 4 nicht mehr allgemein 16sbar, so dass eine analytische Charakterisierung
des Systemverhaltens nicht mehr erfolgen kann.

Nichtsdestoweniger gibt es ein (von ADOLF HURWITZ) Kriterium dafiir, ob
alle Realteile von A < 0 sind:

Hurwitz—Matrix

Qp—-1 QAnpn—3 QAQp—_5 ... 0
Qp Qp—2 Qp—4
0 Gp—1 0ap-3
_ 0 ap Ap—2
H= 0 0 anp—1
QA
0 Qo
. Up_(2i—py fir 0< (25 —14)<n
mit  hy; = { o _Sgnjst =
Hauptminoren
hll h17,
Hi = det .
hil hu

Satz Hinreichend und notwendig dafiir, dass alle Nullstellen von F),(\) einen
negativen Realteil haben, ist, dass sowohl alle Koeffizienten a; des Polynoms als
auch alle Hauptminoren H; der Hurwitz—Matrix H positive Werte haben.

5.3.1 Zweidimensionaler Fall

Aus dem charakteristischen Polynom fiir n = 2

F(\) =M+ a)+ag=0
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ergibt sich as =1, a; = Sp und ay = D. Die Hurwitz—Matrix ist
H— (al 0 >
ag Qo

Zunéchst untersuchen wir die erste Forderung, also dass alle Koeffizienten
a; positive Werte haben:

a; >0
ag >0

1

Sp <0
D >0

!

Die Zweite Forderung verlangt, dass die Determinanten der Hauptmioren
positiv seien:

siehe oben

!

det Hi =a; >0

det Hy = a1ag9 > 0 siehe oben

|

Im zweidimensionalen Fall ergibt sich also nichts Neues.

5.3.2 Zweidimensionaler Fall

Aus dem charakteristischen Polynom fiir n = 3
Fy(N) =X+ aa\® +aiA+ap=0

ergibt sich a3 = 1, as = Sp, a1 = —K und as = D. Die Hurwitz—Matrix ist
dementsprechend

as Qo 0
H = as aj 0
0 az Qg

Erneut untersuchen wir die erste Forderung, also dass alle Koeffizienten a;
positive Werte haben:

as >0 — Sp <0
a; >0 — K <0
ag >0 — D <0

Die Bedingung D > 0 ist neu gegeniiber dem zweidimensionalen Fall.
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Die Zweite Forderung verlangt, dass die Determinanten der Hauptmioren
positiv seien:

det Hi = a1 >0 — siehe oben
det Hy = asa; —ag >0 — Sp-K+D >0
det H3 = ap(aza; —ag) >0 — siehe oben

Unter der Bedingung Sp- K 4+ D > 0 (sowie den oben ausgefiihrten) hat das
System ausschlielich negative Realteile und damit stabile Zusténde.



Kapitel 6
Grenzzyklen

Grenzzyklen treten in Phasenrdumen mit zwei oder mehr Dimensionen auf, und
beschreiben darin geschlossene ringformige Trajektorien. Im Fall von Genzzy-
klen sind solche Trajektorien als isoliert, d.h. Trajektorien in der Umgebung
nhern sich dem Grenzzyklus an oder werden von ihm abgestofen.

Grenzzyklen beschreiben eine oszillierende, wiederholende Bewegung des
Systems.

6.1 Beispiel: Harmonischer Oszillator
Ein harmonischer Oszillator wird durch folgende Gleichung beschrieben:

T

was als ein DGL zweier linearer DGL erster Ordnung formuliert werden kann:

=y
my = —kzx
=>T=1y

. k

y=—-——x

Die Jacobi—Matrix ist

mit den Eigenwerten

43
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-2 1

Diese haben die imagindren Lsungen

A2+£:0
m

[k
)\l/giii —
m

Die Trajektorien sind Ellipsen, die durch folgende Gleichung beschrieben
werden:

k
— 2% +y? = C = const.
m

d k 5 4 ko .
—(— =2— 2
= (e +y7) = 2w + 2y
k k
=2—ay—2y—=z
m m
=0
x x
Y t

Die Integrationskonstante C' beschreibt die Energie des Systems

k m Cm
37 T = = b

und wird bestimmt durch die Anfangsbedingungen des Systems.

Der harmonische Ostzillator ist ein Idealfall, der durch die Einfiihrung eines
Reibungsterms (der ungefdhr proportional zur Geschwindigkeit ist) besser an
die Realitéit angepét werden kann:

mi = —kx — T ’ - &
mii = —kxi — i

1d
5%(mi2 + k2?) = —vi?
d
ﬁEg"'gfch =—yi? <0 fiir v > 0

Durch Reibung geht Energie verloren, so dass das System strukturell unstabil
ist.
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Von Poincaré wurde ein anderes Modell fiir periodische Bewegungen entwi-
ckelt, welche strukturstabil sind, so dass kleine Parameteréinderungen nicht den
periodischen Charakter der Losng verdndern. Dieses Modell ist das der Grenz-
zyklen.

Definition Ein Grenzzyklus C ist eine isolierte geschlossene Trajektorie, die
die Eigenschaft besitzt, dass alle anderen Trajektorien C” in ihrer Nachbarschaft
bestimmte Spiralen sind, die sich in Richtung auf C' hin winden, entweder fiir
t — oo (dann ist C ein stabiler Grenzzyklus) oder fiir ¢ — —oo (instabiler
Grenzzyklus).

Anstelle einer unendlich grofien zahl an Trajektorien (wie im Fall des harmo-
nischen Oszillators) hat man eine oder mehrere isolierte geschlossene Trajek-
torien, fiir die die Anfangsbedingungen eine untergeordnete Rolle spielen (der
Schwingungsverlauf héngt von nur von den Systemparametern ab, nicht von den
Anfangsbedingungen, sofern diese im Einzugsbereich des Grenzzyklus’ liegen).

Theoreme zur Existenz von Grenzzyklen im 2-—
dimensionalen Raum

In einem System von DGL

dx
dy
i g(x,y)

ist der Tangentenvektor

()= (e - 0)

und der Normalenvektor

= (Z;) = (Jf’) da i lf



46 KAPITEL 6. GRENZZYKLEN

Entlang einer Trajektorie gilt

/C(dx,dy) (2;) = /C(fdy—gdx) 0

6.2 Negatives Kriterium von Bendixon

Satz Wenn in einem Gebiet D der Phasenebene der Audruck af + gg sein

Vorzeichen nicht éndert, kann in D keine geschlossene Trajektorie hegen

Beweis Nach dem Gaufl’schen Satz der Vektoranalysis gilt im 2—-dimensionalen

Fall
]{[ (z,y)dz + Q(z,y)dy] = // (aQ—a];)dxdy

wobei C' eine geschlossene Trajektorie und A das eingeschlossene Gebiet (und
hier f = Q@ und g = —P):

j{[fdy gdz] = // <8f82>dxdy0

Daher muss af +35 89 sein Vorzeichen dndern (andernfalls wird das Raumin-
tegral nicht 0).

Beispiel
%Zister
0
o
%+§fz:7173y2<0

Da der Ausdruck stets grofler als 0 ist, kann hier kein Grenzzyklus auftreten.
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6.3 Theorem von Poincaré-Bendixon (fiir n = 2)

Satz Wenn eine Trajektorie C' in der Phasenebene innerhalb eines endlichen
Bereiches D bleibt, ohne sich singuldren Punkten zu néhern, ist C' entweder ein
Grenzzyklus oder C nihert sich einem Grenzzyklus an

Das Theorem von Poincaré—Bendixon ist nur fiir den zweidimensionalen Pha-
senraum anwendbar, weil nur hier eine geschlossene Kurve ein eindeutiges Innen
und Auflen besitzt.

6.4 Poincaré—Schnitte

Eine Poincaré-Abbildung wird definiert durch einen gegebenen Punkt P;, an
dem eine Trajektorie ein Poincaré—Liniensegment schneidet. Von diesem Punkt
aus kann der néchste Schnittpunkt P, durch Integration der expliziten Gleichung
des Systems ermittelt werden:

Pn—i-l:F(Pn)

Eine Untersuchung von F' und ihren Ableitungen erlaubt Aussagen iiber die
Natur des Granzzyklus’. Dabei ist zu beachten:

e Ein Poincaré—Schnitt reduziert das urspriingliche, zweidimensionale Sys-
tem auf ein eindimensionales

e Die Poincaré—Abbildung ist ein iteratives, diskretes System anstatt eines
DGL
Illustration Stabiler Grenzzyklus:

T xT

Y Yy
P P, P3P PPy P Py
- o ¢ o B
Instabiler Grenzzyklus:
x x
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Eine weitere Variation ist ein “Sattelzyklus”, der von einer Seite stabil ist,
von einer anderen jedoch nicht, z.B.

xT T




Kapitel 7

Bifurkations—Theorie

Die systematische Untersuchung der Verhaltenénderung von Systemen an sta-
bilen Punkten (und anderen Attraktoren) in Abnhéngigkeit von den Systempa-
rametern nennt man Bifurkationstheorie.

FEine Bifurkation beschreibt eine plotzliche Verdnderung des Systemverhal-
tens.

Beispiel
i=(u-1)@—a)
Der stabile Punkt ist bei © = a. Der charakteristische Wert ist 4 — 1 (§ =

b-er=Dt) 5o dass der stabile Punkt fiir u > 1 stabil ist und fiir g < 1 ein
Sattelpunkt.

Beispiel
T=pu—x
Fiir positive p gibt es zwei stationéire Punkte \/u und —,/u. Gehen wir von
1< 0 zu p > 0 tiber, kommte es zu einer Bifurkation bei p = 0:

1 < 0 Kein stationdrer Zustand
© =0 Ein Sattelpunkt

@ > 0 Ein Sattelpunkt und ein stabiler Knoten

7.1 Hopf—Bifurkation

Hopf-Bifurkationen erzeugen stabile Grenzzyklen aus stabilen Knoten.

49
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Beispiel

Ty = —my 4+ x1 (0 — (27 + 23))

Ty = a1+ wap(p = (27 + 23))

Umwandlung in Polarkoordinaten (r, 6)

_ /.2 2
r =4/ + x5

tanf = 2
Ty
F=r(u=r) = £(r)

6=1 = O(t) =0y +t

Fiir p = 0 gibt es einen stabilen Punkt mit » = 0 und f(r) < 0 an diesem
Punkt, so dass an dieser Stelle ein stabiler Fokus entsteht.

Fir g > 0 ist der stabile Punkt am Koordinatenursprung ein instabiler
Sattel, so dass Punkte sich spiralférmig aus der Umgebung des Urspeungs weg-

bewegen.
Ein weiterer stabiler Punkt existiert an der Stelle r = ,/u, der einen grenz-

zyklus mit der Periode 27 erzeugt.
Die Bifurkation findet also an der Stelle y = 0 statt.

€1

=N
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Metabolische Netzwerke

Die allgemeine Form einer chemischen Reaktion ist

v

A B

wobei A und B Konzentrationen sind mit [4] = mTol und v die Reaktions-

geschwindigkeit mit [v] = IEO?Z = mol

e l-s *
Die Dynamik der Reaktion wird beschrieben durch

dA

I

dB

o -
LasB)=0
dt

Ziel ist, Ausdriicke fiir v zu finden.

8.1 Massenwirkungskinetik

Massenwirkung (mass action) ist die einfachste Kinetik, und ist typisch fiir
nicht katalysierte Reaktionen. Die Reaktionsgeschwindigkeit wird ausschliellich
bestimmt duch die Konzentrationen der beteiligten Stoffe.

Im einfachsten Fall

AL B
ist dies

v=~k-A

[v] = s}

Allgemeiner ist

ol
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1 l

- Zeit - Konz s - mol

Zu beachten ist hier, dass der Wert von k abhéngig von seiner Einheit ist.

8.1.1 Reversibler Fall

Prinzipiell sind alle Reaktionen reversibel, und irreversible Reaktionen sind ein
idealisierter Spezialfall. Oft ist jedoch die Rate der Riickreaktion sehr klein
gegeniiber der der Hinreaktion, so dass (fiir dhnliche Stoffkonzentrationen) eine
Naherung als irreversible Reaktion zuléssig ist.

Fiir die Reaktion

ergeben sich die Geschwindigkeiten mit

V4 = k_;,_A
v_=k_B
v=k, A—k_B

Im Gleichgewicht ist v = 0, so dass gilt

Vy = Vf
ki Ay = k_Beg
ki Beg
_— = = K& =
Y P

K4 ist dabei eine dimensionslose Gleichgewichtskonstante. Diese ergibt sich
aus thermodynamischen GesetzmaBigkeiten:

AGy=—-RTIn K,
Diese Formel beschreibt die Anderung der freien Enthalpie bei einer Reaktion

unter Standartbedingungen (1M, 37°C = 310K).

Fiir Reaktionen mit komplexerer Stochiometrie, z.B.

ke
A+B=
k
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ist K.q dimensionsbehaftet:

ky Ceq
_—=— = K
k_ BegAeq e
1
K.l = ——
[ ) Konz

In diesem Fall kann K., nicht direkt zur Berechnung der freien Enthalpie
benutzt werden. Stattdessen ergibt diese sich als

C

AGy = —RTIn -
"B

ESPS

mit Ay, Bp und Cy als Referenzkonzentrationen fiir Standartbedingungen,
z.B. Ag = By = Cy = lmTOl. Damit stimmen die Einheiten in der Formel wieder
iiberein.

8.2 Enzymbkinetik

Enzyme sind Katalysatoren, das heifit sie erhthen die Reaktionsgeschwindigkeit
(bis zu einem Faktor x10'?). Dabei nehmen sie allerdings keinen EinfluBauf K.,
und werden selber nicht verbraucht.

Das sehr grobe Modell

E
!
A—— B

wurde bereits 1902 von Browns Entdeckung prizisiert, dass Enzyme (E) und
ihr Substrat (S) Komplexe (ES) bilden:

k+1 ko
ES E+ P

E+S
-1

Ziel der Enzymkinetik ist die Herleitung von Ratengleichungen (kinetic laws)
aus mechanistischen Uberlegungen.

1913 entwickelten Leonor Michaelis und Maude Menten ein Model unter
folgenden Annahmen:

1. Die Komplexbildung geschieht sehr schnell

2. Die Reaktion ist durch den zweiten Schritt limitiert

Die Michaelis—Menten—Kinetik 148t sich auf zwei verschiedene Arten herlei-
ten:
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8.2.1 Rapid equilibrium
Schritt 1 sei im Gleichgewicht:

E-S ey
Z K K, =
ES CT ke
Ky
E=-4%.F
g EBS

mit
FE Konzentration an freiem Enzym

ES Konzentration an komplexiertem Enzym
S Konzentration an Substrat

K4 Dissoziationskonstante (Kq = K_.')

Die Gesamtmenge an Enzym ist (auf dieser Zeitskala) konstant:

Er=E+ES

Daraus ergibt sich

K,
“9dpS+ ES=Er

S
Er Er-S
ES = =
1+ %8 S+ Ky

Die Reaktionsgeschwindigkeit v ist gegeben durch die Rate des zweiten
Schrittes, so dass diese durch Massenwirkungskinetik angendhert werden kann:

B S
S+ Ky

Daraus ergibt sich eine zentrale Kenngrofie enzymatischer Reaktionen:

Varaz  ist die Maximalgeschwindigkeit einer enzymatischen Reaktion:

VMam = Shm U(S) = kQET

— 00
Fir S = K, ist die Reaktionsgeschwindigkeit halbmaximal, so dass man von
der Séttigungskonstante spricht:

VMax
2

Vis=kaq) =
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v
VM ax

VMaz
2

Kq S

Besondere Beachtung verdient der Punkt, dass die Reaktionsgeschwindigkeit
nicht mehr linear ansteigt (wie die Massenwirkungskinetik). Statt dessen kommt
es zu einer Sittigung durch die begrenzte “Kapazitit” des Enzyms.

Fiir kleine Substratkonzentrationen ist Massenwirkung allerdings eine gute
Annéherung.

8.2.2 Quast Steady State Approximation (QSSA)

QSSA ist eine besonders wichtige und m#chtige Technik, deshalb wird an dieser
Stelle die Michaelis—Menten—Kinetik auf diese Weise erneut hergeleitet.
Die Grundannahme ist, dass die schnelle Reaktion im quasi steady state ist:

E
LdtS — k41 BE-S—k_y ES—ky ES
:]f+1'(ET—ES)'S—(k_l—FkQ)'ES mit B = FE + ES
=0 QSSA
ki1 -BEr-S=ES(ki1S+k_1+ k)
ES = S fj;.likz
k‘+1
v=uv(S)=ke-ES
_ keET-S
- k_1+k
S+ o 2
o VMG.IS
S+ Ky
mit Vyree = ko und Ky = k_;;ké, wobel letzteres als Michealis—
+1

Konstante bezeichnet wird. Daran wird der Unterschied beider Ansitze (rapid
equilibrium und QSSA) deutlich:

k_
Ky = -1 rapid equilibrium
ki1
Ky = b1tk QSSA
ki1

K]w = Kd fir lim K]W
k2—>0
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8.2.3 Sattigungsgrad

Der Sittigungsgrad bezeichnet den Anteil besetzter Enzymbindestellen und ist
gegeben durch

BS_ s _ v
ET B S+K1W B VMax

8.2.4 Reaktionsrate

Die Reaktionsrate wird bestimmt durch Vj ., und K;:

Vrtaz = ko E} abhéngig von Enzymmenge
Vi
AE“x = ko = keas katalytische Konstante (turnover number)
t

Aus der katalytischen Konstante ([keq] = s™1) ergibt sich die charakteristi-

sche Zeit 7 = fiir einen Reaktionsschritt.
cat

Beispiele:

kcat T
Carbonatdehydratase 3.6-1077s~! =~ 0.4us
RuBisCO 3571 ~ 0.3s

8.2.5 Experimentelle Bestimmung von V)., und K,

Zunéchst wird die Gleichung der Michealis-Menten—Kinetik umgeformt:

v = VMaa:S
S+ Ky
1_S+KM 1 KM 1

v VmazS Viae VMaez S

Trégt man nun % gegen % auf, erhdlt man den LINEWEAVER-BURKE-Plot,

von dem man Vi, und Kp; von den Achsen ablesen kann:

|~



8.3. REVERSIBLE ENZYMREAKTION

8.3 Reversible Enzymreaktion

o7

Das eigentliche Enzymmodel vernachlissigt die Riickreaktion der zweiten Teil-

reaktion. Ein vollstédndigeres Modell ist daher beschrieben durch:

ki1 ko

E+S ES E+P

ki ks

Unter der QSS—Annahme gilt

X
dd7 == k+1E . S - k'_lX +k—2E . P+ k+2X
= k+1(ET — X) S -k X+ k‘_Q(ET — X) P+ kioX
= ET(]C+1S + kLQP) + X(]{ZJrlS +k_oP —k_1+ k+2)
=0
X ET(k+1S+k72P)

T k1St kP —k_1 + kyo

Der geschwindigkeitsbestimmende Schritt ergibt sich damit als

v=0(S,P) =kysX —k_oE-P
= kioX —k_o(BEp — X)- P

(k+1S + k—QP - If_l + k+2) - (k+15 + k_QP)

ETXET(

B ( —k_1+ ko )
T\ k1S + k_oP —k_1 + ks
o(8, P) = Er(ky1ki2S — k_1k_3P)
’ k1S + k_oP —k_y + kis

Im Gleichgewicht gilt

v=>0
k+1k+25 = k—lk—2p
kiikyo P
= — = Ke =
kiko S ¢~ 1

Eine mogliche Umformung ist

ky1S4+k_oP —k_1 4+ kio
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v(S, P) = Er(ky1ksoS — k_1k_oP) N ko1 +kyo
’ ky1S+k_oP —k_1+kyo ko + ko
ki1k k_1k_
_ k—tl/:jzs - kfllJrksz
_ET1+ Fn gL ks p
k_1+ki2 k_1+ky2
I
1+ -2+ -2
+ K + Ky
mit V]\Jgam =kioFEr
Vitaw = k-1E7
ki1
K —_ "+t
Mk 1+ ko
k_o
K, =—-
M7 kg + ko

Im Gleichgewicht ergibt sich damit

B _ VI\J/?az i K]T/[
s V]\Zaw : K]\t[
Dieses Modell ist bekannt als HALDANE-Reaktion (1925, nach John Scott

Haldane).

Ein Resultat dieses Modells ist, dass nur drei Parameter dieser Gleichung frei
wahlbar sind. Die Vierte ergibt sich aus thermodynamischen Gesetzméafigkeiten.
Dies ist zum Beispiel relevant fiir das Verstéindnis der Evolution von Proteinen.

:Keq

8.4 Inhibition

Es werden zwei grundsétzliche Typen von Inhibition unterschieden:

8.4.1 Kompetitive Inhibition

y

EV/ESHE+P
1 EI
Die Reaktionsgeschwindigkeit ist gegeben durch

VJVIaz : S
v = 7
S+EKu(l+ %)

Dementsprechend verédndert sich die Kinetik folgendermaflen:

E




8.5. ELASTIZITAT 59

v

VM ax

Ky — S

8.4.2 Nicht—kompetitive Inhibition

@\

S ES E+P
N
E \< 1 EIS
EI /< S
Die Reaktionsgeschwindigkeit ist gegeben durch

v = VMam S
_1+Kil S+ Ky

Dementsprechend verdndert sich die Kinetik folgendermaflen:

v

VM ax

8.5 Elastizitat

Elastizitit beleutet die Frage, wie sich die Rate bei Anderung einer Metabolit-
konzentration &ndert.

- Relative Anderung von v
Elastizizét =

Relative Anderung von X
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Beispiel: Elastizitidt der Michealis—Menten—Kinetik

o VMa.'E'S

U_S-i-K]W
Av
_ 5 AY
T U ast0AS
_so
T v as
@_ VMaw . VMaw'S
S S+ Ky (S+ Ku)?

S( VMax VMax'S )

€s = lim

S—

€5 — — —
v

S+ Ky (S+ Kn)?
Ky +S
v
v=20 ; _
VJVIaac %IE,%)ES =1
v= S5

— maximale Sensitivitat

lim €5 = 0
S—o00

S — Sittigung

8.6 Hill-Kinetik

Die Hill-Kinetik ist eine Verallgemeinerung der Michealis—Menten—Kinetik und
kann experimentelle Daten oft besser beschreiben:

g n
VMax . (m)
1+ (KSM)

n ist dabei der Hill-Koeffizient. Fiir n = 1 ergibt sich die Michealis—-Menten—
Kinetik.

v =

VM{IJJ n

N

<
SR}

DO | b

[
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Metabolische Netzwerke

9.1 Wiederholung

Die Geschwindigkeit einer Reaktion ist abhéingig von den Konzentrationen der
beteiligten Metabolite und der Werte ihrer entsprechenden Parameter:

v; = 0i(S1, .-+, SniP1s - - Pm)
wobei i eine von 1,...r Reaktionen bezeichnet. n und m sind die Anzahl der

Metabolite und Parameter.
Die Elastizitit €;; gibt an, wie stark sich eine Reaktionsgeschwindigkeit v;

durch die Verédnderung einer Metabolitkonzentration Sj dndert. Die kann durch
die unskalierte / absolute Anderung

Cr = 6’Ui
ik — aSk

oder die normierte / relative Anderung

Sk Oy dlnwv;

Cik = =

V; . 8Sk o alnsk

Analog dazu gibt die m—Elastiziét die Robustheit gegeniiber Parameteréinderungen

an:
~ 81),-
Tik =
Opx
Jlnw;
Tk —
k Olnpg

9.2 Stochiometrische Matrix

Beispiel: Einfaches Reaktionssystem

61
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) (%1 V2 S =V — U
Sl SQ )1 1 2
51 = V2 — U3

kann dargestellt werden als

d(sy_(1 -1 o\ (]}
dat\Sy) —\o 1 —-1)|?
_/_/'US

N
mit N als stéchiometrischer Matrix in R™*". Die entsprechende Bildungsre-
gel lautet

ni; <0 wenn S5; in Reaktion j verbraucht wird

ng; >0 wenn S; in Reaktion j erzeugt wird

Der Wert von n;; entspicht der Stéchiometrie der Reaktion (und wird typi-
scherweise in Z angegeben).

Im stationéren Zustand ist

V1 = V2 = U3

d (S1\
dt<52)0

N-v=0
Allgemeiner Fall
S1 v1
s={:]. v=]:
Sh Uy
Im stationdren Zustand gilt
0=N-v
=N -v(S,p)

Damit erlaubt bereits die Kenntnis der Netzwerkstruktur N Aussagen iiber
das Systemverhalten (den stationédren Zustand).

Im Beispiel
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Beispiel: Zyklische Reaktion

A
/01&
S- S
s ) e 1 -1 0\ [/u
—_— SQ = 0 1 -1 (%)
V. V:
¥ > dt 53 -1 0 1 V3
B S5

Beobachtung:

S1 + S + S35 = konst

d
%(51 +S52+853)=0

Dabei handelt es sich also um eine Erhaltungsgrofie .
Demenstsprechend ist

L S1
51+SQ+S3:(1 1 1)- 52
Ss

Man erkennt also an der verschwindenden Spaltensumme von N, dass es sich
um eine Erhaltungsgrofie handelt.

Einschub: Kern einer Matrix
Der Kern z einer Matrix M mit M : R™ — R™ ist definiert mit

{r eR": M- -z=0}

Der Kern einer Abbildung M bezeichnet man die Menge der Elemente, die
durch M auf null abgebildet werden.

Der Kern von N gibt alle moglichen FluBiverteilungen im System wieder, die
einen stationdren Zustand ermoglichen.
Der Kern der transponierten stéchiometrischen Matrix N7 mit
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¢c:N=0 & N'.=0
gibt die Anzahl von Erhaltungsgrofien wieder.

9.3 Dimensionsformel

f ist eine lineare Abbildung mit V' — W. Dann ist

dim Imagef +dimkernf = dim V
—_————— —— ——
rangs E r

Im Fall der stochiometrischen Matrix N ist das

N:R" — R"
mit
rangN =n — ¢
r=n—c+k
k=r+c—n
wobei

n Anzahl von Metaboliten: Maximaler Rang von N
r Anzahl von Reaktionen (in v)
¢ Anzahl unabhéngiger Erhaltungsgrofien

k Anzahl (linear) unabhéngiger Fliisse (bzw Flussvektoren /—verteilungen)
Beispiel

S.
VAN

Sh Ss
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Metabolische
Kontrollanalyse

Idee Untersucht werden sollen globale Anderungen (anstatt Lokaler wie bei
der Elastizitét) bei Verdnderungen von Substratkonzentrationen S; oder Para-
metern py.

Biologisch formuliert bedeutet das: Wie dndert sich der stationére Zustand
bei einer Stérung?

10.1 Kontrollkoeffizienten

Die Anderung einer Enzymkonzentration

E, — E, + AE,

resultiert in

Neuen Fliissen Ji — Ji + AJ;
Neuen Konzentrationen S; — S8 +AS;

Flusskontrollkoeffizient (normiert):

ol _ — Effekt
ik T AB, «— Ursache
Ey
AJ;
lim - = & 0J;
AE, -0 AEk J; OE
Ey
LY
T OlnE)

Konzentrationskontrollkoeffizient (normiert):

kT 9ln Ey,

65
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10.1.1 Responsekoeffizient

S 81DJ1
k7 9lnpy,

Der Responsekoeffizient kann fiir beliebige Parameter berechnet werden, z.B.
K, Viraz, die Periode, charakteristische Zeit etc.
Bei maximaler Robustheit ist R;;, — 0 (nach einem Ubergangszustand).

10.2 Summationstheoreme (Einfache Version)

Die Stoffkonzentrationen S; und —fliisse J; seien anhéingig von den Enzymkon-
zentrationen der Reaktionen:

Es gilt
Si(AE1,...\E,.) = Si(F1,... E.)
Ji(AE1,...\E,.) = \J;(E,...E,)

Dabei sind S; und J; homogene Funktionen vom Grad 0 und 1. Fiir homogene
Funktionen vom Grad n gilt allgemein

fQxy, .. Axy) = A f(21, ... 2n)

Dementsprechend ist fiir jedes A

@_Z 9S;  OO\E))
ON £« O(\E;) A

Fir A =1 gilt

as;

> E;- o8, ="
E; 08

S; OE;

j
& ZCgizo
j

=0

und
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aJ; .

E; 0
—J, OE;

& Y cli=1
j

10.3 Summationstheoreme (Allgemein)

Fiir den Rest dieses Abschnitts werden nicht—normierte Kontrollkoeffizienten
(C) und Elastizitéiten (e, ) betrachtet. Der Bequemlichkeit halber wird hier die
Tilde weggelassen.

Allgemein wird ein metabolisches Netzwerk beschrieben durch

ds
X _N.
dt Y
. dSi
mit [dt = Znij'l}j‘|
J
St U1 P
Sn (%3 Pm
v=uv(S,p)
In Matrixdarstellung ist
% ... 81}1
oo [T
05 ov, ov,
as: " 08,

Dabei handelt es sich um eine r x n—Matrix.

Im stationdren Zustand ist
N -v(S,p) =0

wobei die (stationiiren) Stoffmengen S wiederum von den Parametern abhiingig

sind:
N-v(S(p),p) =0

Damit ergibt sich fiir jeden Parameter ein Raum, der das Verhalten eines
Substats angibt:
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S() o(S.p) = 0

<J N

Die ‘Isokline’ dieses Raumes ergibt sich mit

0 . [81} oS 81}}

o [N -v(S(p),p)] =N 25 op + ap

Hierbei beschreibt %s die Elastizidten, also die steady—state Konzentrationen
in Abhéngigkeit von den Parametern.

Die Jacobi-Matrix ergibt sich als

O(N -v) —N@

M==35 DS

N ist allerdings nur invertierbar fiir station dre Zustdnde und fiir den Fall
dass es keine Erhaltungsgréfien gibt (also wenn keine Zeilen von N linear abhéingig
sind), denn in diesem Fall hat die Matrix nicht mehr vollen Rang. Konkret be-
deutet das auch, dass es mehr Reaktionen als Metabolite geben muss.

Dementsprechend ist

aS v
=M—+N—
dp + dp
oS v
= - _pMloNZ=
dp dp
-1
05 __ (o) yov
dp S dp
Dieses Ergebnis verbindet eine globale Eigenschaft des Systems, den Respon-
sekoeffizienten 22, mit den lokalen Eigenschaften der Einzelreaktionen, némlich

op
den Elastizitiaten € = g—g und 7™ = % .
p

Fliisse Im steady state werden Fliisse beschrieben durch

J =v(S(p),p)

Damit ergibt sich analog zu den Konzentrationen
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05 _0u0s o
dp 0S0p  Op

ov  Ov o\t v

=2 (N} NE

dp 0S8 ( 85) dp

ov ow\ ov

Damit ergeben sich auch hier globale Systemeigenschaften aus den Elasti-
zitdten der Einzelreaktionen.

Kontrollkoeffizeten Die Kontrollkoeffizienten C' ergeben sich aus

98 98 v 05.811

a0 ap C o
0J g Ov
o o

Die Matrizen C*¥ und C” hiingen nur von den Systemeigenschaften des Netz-
werks ab, und sind dementsprechend unabhéngig von der Wahl und Perturba-
tion der Parameter.

Im Falle der Anderung der Parameter um einen infinitesimalen Betrag dp (ein
m—dimensionaler Vektor) gestort, gilt

785 - Sa'U
_oJ g0
v

Dementsprechend gilt fiir die Kontrollkoeflizienten:

—1
S = — <N8”) N

a8

ov ov\ !
J_q_ 22 il
C’ =1 85<N85) N

Die Elemente dieser Matrizen quantifizieren den Effekt von Stérungen in den
Reaktionsraten auf die stationiren Fliisse (C®) und Konzentrationen (C”)
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Einfaches Beispiel

U1 V2 V2

St Sa

551\ _ (O 0 o) [
652) Cﬁgl Cégz Cégs ’

(5113
5, Cty 5uy
(SJQ = e (51]2
5J3 03]3 (5113

Werden Stérungen dp so gewéhlt, dass g—; nicht singulér ist, gilt

CS = 95 (ov -
Op \ Op

co_ 0 (v
Op \Op

% und g—‘] sind die Matrizen der nicht—normierten Kontrollkoeffizienten. Der

Vorteil dieses Berechnungsweges ist, dass sie allgemeiner ist als die urspriingliche
Definition. Dadurch ist insbesondere eine freiere Parameterwahl gegeben.

10.3.1 Responsekoeffizient

Der Respondekoeffizient beschreibt die Anderung eines Flusses oder einer Kon-
zentration aufgrund einer Stérung eines beliebigen Parameters:

0S;
S _ 1
5= om
-y 05i 9v;
—~ Ov; Opi,
ov;
= oS 221
J * Opy,
R® =C%r

analog dazu ist
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K Opk
Ov;
_ O] J
Zj: 7 Opy,

R =C'n

10.4 Summations— und Konnektivitatstheorem

Aus der Definition des Konzentrationskontrollkoeffizienten C*¥ ergibt sich das
erste Summationstheorem

C5J=0 mit N-J =0
=4 ZC{S];Jk:O
k

sowie das erste Konnektivitatstheorem

ov ov\ ! ov
S22 = — _— _— —
C 35 <N85> mit N - 35 I

= Z GJk—f

wobei d;;, die Kronecker—Funktion beschreibt.
Das zweite Summationstheorem ergibt sich aus

ov ov\
J=1-=(N—=)] N .
¢ as( as) I

cl-Jg=J
< ZCJJk—

Analog zum Ersten ist das zweite Konnektivitdtstheorem

aS — aS aS \|' oS a8

I

00 _ v v (Nau)lNav

=0
= Zngejk:O
J
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10.5 Normierte Koeffizienten

Ab hier wird wieder die urspriingliche Notation {ibernommen, so dass C})/

normierte Koeffizienten beschreibt und Cik/ Unnormierte, mit

~ 0; olnS; v =
S _ % i Yk S
T Qo C’k AOlnv,  S; Cil
~ 0J; O0ln J; Vg =
S 2t i _ kA

Cik = vy, C’k Olnwy J; Cil

Damit ergeben sich im steady state die Summationstheoreme

CS.J=0

28%:0 "Si

UJaS S ] _
5 70, Zc =0C" =J

ST E

Vg aJl J
—_ = C =
ebenso wie die Konnektivitidtstheoreme mit
> o -
S; v,
Z C{i S] €jk = —Oik
J
Z ij€ik =
Z Ciiéjn =0
S ”J _
> o o=

J
> Cijeir =0
J

S/J



Kapitel 11

Neuronale Dynamik

11.1 Einleitung

Systembiologie untersucht Systeme: Funktionelle Gesammtheiten aus (verschie-
denen) Einzelelementen.

Genauer gesagt erstrebt Systembiolgie das Verstédndnis von (biologischen)
Systemen durch die Reduktion biologischer Prozesse auf bekannte Prinzipien,
so wie physikalische Systeme. Ein besonders gutes Beschreibungsmodell ist dabei
die Thermodynamik.

Thermodynamik

Thermondynamik ist eine phenomenologische, das heit beschreibende und nicht
erklrende Theorie und hatte ihre Bliitezeit im 19. Jahrhundert. Thre gréfiten
Anhénger sind HERMANN VON HELMHOLTZ, LUDWIG BOLTZMANN und RuU-
DOLF CLAUSIUS. Der eigentliche Gegenstand der Thermodynamik ist die Aus-
wirkung von Wérme auf Systeme.

Thre vier Hauptséitze sind:

0 dTemperatur
Es gibt Temperatur

1 dE =0A+0W
Energieerhaltungssatz: Energie kann weder erzeugt noch vernichtet

werden
AW
2 5= AT

Wiirme kann nicht vollstdndig in Arbeit umgesetzt werden, ein Teil geht
als Wirme verloren

3 Der absolute Nullpunkt 7" = 0K kann nicht erreicht werden

Arten von Systemen

Fiir isolierte Systeme gilt
dE =0

73
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Fiir geschlossene Systeme gilt
dE = 0A + oW

Dieser Fall wird im Allgemeinen fiir Systeme im Gleichgewicht angenommen
Fiir offene Systeme gilt

dE = 0A + OW + OF pem + OStorung
Dieser Fall beschreibt typische biologische Systeme.

Biologische Systeme sind geordnet, wofiir sie unweigerlich Entropie vernich-
tet haben miissen. Zudem entstehen sie durch Selbstorganisation, was bedeutet
dass sie eine synergetische / emergente Komponente beinhalten. Das wird be-
schrieben durch

ds <0

Wachstum kostet Energie, was impliziert dass fiir Selbstorganisation ein Un-
gleichgewicht herrschen muss (biologische Systeme sind also nicht geschlossen).

Illustration Tiere (z.B. Kiihe) verzehren langkettige Biopolymere (Fette, Po-
lysaccharide, Nukleinséduren, Proteine) und scheiden Kurzkettige aus. Die Entro-
piebilanz ist

s = dSlangkettig - dSkurzkettig <0
das bedeutet, es wird Entropie exportiert. Entropieexport geschieht durch

e Abgabe von Wirme
e Stoffaustausch mit der Umgebung
e Stoffumwandlung im Innern
Biologie findet im Umgleichgewicht statt

Das notige Ungleichgewicht wird aufrecht erhalten durch den Aufbau von
Gradienten iiber Membranen. Solche Gradienten fithren zu Ungleichgewichts—
Dynamiken.

11.2 Anregbare Dynamik

Anregbare Dynamik beschreibt im Wesentlichen die Dynamik verkniipfter Neu-
ronen; viele Sachverhalte beziiglich Membranpotential treffen jedoch auf alle
lebendigen Korperzellen zu.

Schematischer Aufbau eines Neurons:

<o

Dendriten Soma Axonhiigel Axon Synapsen
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Ein Mensch besitzt rund 10° Neurone und 10'* Verbindungen.

Aktionspotential entsteht drch Umverteilung von dissoziierten Ionen an der
Neuronenmembran. Die generelle Form eines Aktionspotential ist folgende:

U in mV
-50

Depolarisation Repolarisation
—70

Hyperpolarisation

11.2.1 Transmembranspannung

Ionenverteilung

Tonenspezies Cj, in mM  C., in mM

Nat 10 150
Ka* 150 4

Cl~ 5 120
Ca?*t 10 0.05

Die aufgefiihrte Ionenverteilung ist charakteristisch fiir den Ruhezustand der
neuronalen Membran. Sie ist ein Gleichgewichtszustand aus aktivem Transport
und passivem Flux iiber Leck— (leakage) kanéle.

Die Nernst—Gleichung beschreibt die Membranspannung fiir einzelne Io-
nenspezies:

_ RT . Ce

T=—1
zF nCZ‘n

Dabei ist R die Gaskonstante, T' die Temperatur, z die Valenz der Ionenspezi-
es (diese ist fiir C1~ negativ, daher sind spéter Nenner und Zihler “vertauscht”)
und F ist die Faraday—Konstante.

11.2.2 Goldmann—-Hodgkin—Katz Modell

Dieses wurde 1952 von DAVID GOLDMANN, ALAN HODGKIN und BERNARD
KATZ entwickelt und beschreibt die Transmembranspannung in Abhéngigkeit
aller wesentlichen beteiligten Ionenspezies:

r_ BT Pr[K* ez + Prna[Na™]ex + Poi[Cl1F iy,

F PK[K—F}M"'PN(L[NOJJF]ML+PCI[CZ+]6;C
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Die Dynamik des Memranpotentials dV kann durch die Stréme J der (Kat)ionen,
Leckstrome Jp, und externe Strome J.,; sowie die Membrankapazitiat C' beschrie-
ben werden:

dVv
_CE = JK + JNa + JL + Je;vt
Jg = gK’I’L4(V — EK)

INa = gNam3k(V - ENO«)

Dabei ist g die Leitfdhigkeit, (V — E) ist die Differenz aus Membran—und
Gleichgewichtspotential und m, n und k sind Botenteilchen. Verallgemeinert
wird deren Dynamik beschrieben durch

be{n,m,k}
db

% = OébV(l — b) — ﬂbe

Dabei wirken n und m als Aktivatoren und k als Inhibitor:

Qp.m ﬂn,m
ag Bk

Problematisch bei diesem Modell ist, dass vier gekoppelte DGL zu l6sen sind.
Die Parameter dafiir zu fitten ist schwer.

11.2.3 FitzHugh—Nagumo Modell

Dieses Modell wurde 1962 von RICHARD F1TzHUGH und J. NAGUMO entwickelt.
Es beschreibt ein vereinfachtes Modell neuronaler Dynamik.

Konkret beschreibt es lediglich zwei Variablen: Eine spike—Variable = und
eine recovery—Variable y:

8

= — — —Y

y=a+z
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€ ist dabei die Membrankapazitit und dient der Separierung der Zeitskalen
beider Prozesse. Der Vortei dieses Modells ist, dass es nur zwei Dynamiken

beschreibt.
Der stationére Zustand dieses Systems ist

wl S,

=0 = Ys = Tg —
y=20 = Ty = —a
Dementsprechend sieht der Phasenraum aus wie folgt:

xT

Die Stabilitdt des Systems 148t sich einfach untersuchen durch

of 8f

ox Jy
det(J — AI) =0

Daraus ergibt sich, dass das System stabil ist fiir |a|] > 1 und instabil fiir
la| < 1.
11.3 Mechanistischer Ansatz

Grundvoraussetzung neuronaler Dynamik ist die zelulire Membran mit einer
niedrigen Leitfahigkeit. Im Falle einer Spannungsdifferenz fiithrt diese zum Auf-
bau eines elektrischen Feldes, analog zum Plattenkondensator:
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wobei ¢ die Ladungsdichte und V' die Spannng ist. Die Membrankapazitit gibt
an, welche Spannung notwendig ist, um eine bestimmte Menge Ladung zu spei-
chern.

Die Membran ist permeabel fiir kleine Ionen wie K+, Nat, Ca?* und CI—.
Dieser Fluss iiber die Membran erzeugt einen elektrischen Strom I;,, mit einem
Ladungsverlauf

dq
- = _Iion
dt
dv
g Cmi Iion =0
dt +

ANDREW HUXLEY, ALAN HODGKIN und BERNARD KATZ konnten 1962
zeigen, dass sich der Ionenstrom aus den Stromen einzelner Ionenspezies zusam-

mensetzt:
Iion = Z Iz
Ionen

Damit konnten sie 1962 erstmals die Entstehung von Aktionspotentialen er-
kldren und erhielten dafiir den Nobelpreis fiir Medizin. Das entsprechende ma-
thematische Modell beruht auf folgenden Grundannahmen:

1. Tonenstrome gehorchen dem Ohmschen Gesetz (mit Leitfihigkeit g;)

2. Die treibende Kraft ist die Potentialdifferenz zwischen dem Ruhepotential
und dem Gleichgewichtspotential (nach Nernst)

Ii = g;(V-Vi)

Das Gleichgewichtspotential V; kann aus den Ionenkonzentrationen innen und
auflen berechnet werden:
RT = Ci(ext)

P = ——1
Vi oF C;(int)

so dass sich ergibt:
av
Con—— (V=V)=0
s % 9i( )

Das Problem hierbei ist, dass g; nicht konstant ist: Die Leitfdhigkeit fiir
einzelne Tonenspezies éndert sich mit dem Offnungszustand von Ionenkanilen,
die damals noch nicht bekannt waren und erst durch voltage clamp—Experimente
entdeckt und charakterisiert worden.

Eine Losung fiir dieses Problem ist, dass die Ionenstrome als Funktion der
Membranspannung gemessen werden kénnen:

I = g:(V)

Dementsprechend kénnen die Leitfihigkeiten als Funktion von gating—Variablen
ausgedriickt werden:
9i = gio—i(Wla BRRE) Wn)
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dabei ist g; die maximale Leitfdhigkeit und o; eine Funktion mit Wertebereich
von 0 bis 1.
Im steady state nehmen die gating—Variablen einen Wert W; o, an. Die Re-

laxation erfolgt mit
dw; W;oo(V)—W;
S A
dt Tj (V)

wobei @ ein Temperaturabhingiger Vorfaktor ist.

11.3.1 Morris—Lecar Modell

Dieses Modell ist im Wesentlichen eine Vereinfachung des vorher beschriebenen
Modells mittels der Quasi—steady—state Annahme. Dabei liegen die schnellen
gating—Variablen im Gleichgewicht vor.

Konkret werden drei Ionenstréme betrachtet: KT, Ca?* und der leak—Strom
(C17). Allerdings gibt es nur zwei dynamische Variablen: Das Membranpotential
V und die gating Variable w fiir den K*—Strom:

dVv
CmE = - gCamoo(V)(V - VCa)
— ng(V — VK)
—g9.(V—-Vz)
dw _ Wae(V) —
dt 7(v)

Der Fit an experimentelle Daten geschieht durch

1 —
Moo (V) = 5 {1 + tanh VV2V1}

1 V-V
Weo (V) = 3 {1 + tanh 7 3}
1
(V)= ——w
cosh TV
Geeignete Parameterwerte sind
Variable Wert
i -1.2mV
Vs 18 mV
V3 2mV
Vi 30 mV
Vi -84 mV
VL -60 mV
Voa 120 mV
K 8 mS - em™2
gL 2mS - em™2
gca 44 mS - em™?

Cm 20 uF - em™2
P 0.04
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11.3.2 Analytische Betrachtung

Der stationére Zustand ist
dw

%20 = w=w(V)

dv 9dca V_VC'a gL V_VL
Yo - _ V _ 9L

dt - w=—" eV T T

Zu einem Aktionspotential kommt es bei ausreichend groflem depolarisieren-
den Puls. In diesem Fall werden die Ca?*-Kaniile gedffnet, die eigene Leitfihigkeit
(Mmso(V)) steigt an und es kommt zu positiver Riickkopplung durch weitere
sich 6ffnende Ca?*t-Kanile. Mit gewisser Zeitverzogerung erhoht sich die K+—
Leitfahigkeit, so dass der entstehende Strom die Membran zuriick in den Aus-
gangszustand bringt.

Synaptischer Stimulus

Ein externer Stimulus durch eine Elektrode odeer Synapse 1ét sich durch einen
zusétzlichen Term in den Gleichungen modellieren:

dv
CmE = - gCamoc(V)(V - VC'a)
— gK’LU(V — VK)
-9 (V —V1)
+ I(t)

1(t) beschreibt dabei einen kurzen Strompuls so wie ein Aktionspotential.
Dabei verschiebt sich die Nullkline

dw _ weo(V) —w
dt (V)
nicht, doch die Nullkline von %’ verschiebt sich um
Iy
ge(V — Vi)

nach oben. Dabei verdndert sich die Anzahl stationdrer Zusténde von eins (I
klein) iiber drei (Ip mittel) bis erneut zu drei (I grof).

Stabilitét

0= |- J(v,w)|
=\ — (a+d)\+ (ad — be)

_ _6Iion(‘/7 m)

B ov
b o _GIZ-O,L(V, m)

N ow

O dlipn(V,m)
Cc =
V) dv

d= ki
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Fiir V und @ kann kein geschlossener Ausdruck gefunden werden, aber im-
pliziert ist V' definiert durch

I,j(m (V,woo(V)) = IO
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